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Abstrakt

Text se zabyva vztahem logiky a matematiky pii hledani odpoveédi
na otazku, co jsou zadklady matematiky. Snazime se ukazat rozdil mezi
hledanim absolutnich zékladi matematiky, resp. veskerého védéni, a
zékladd, které jsou vazany na konkrétni matematickou praxi v ramci
jedné teorie. Logika je predstavena jako formalni systém, v némz lze
odhalovat obecné vlastnosti matematickych teorii, a je sledovan sou-
bézny vyvoj logiky a matematiky.
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1 Uvodem

Moderni logika a matematika by se dnes mohly jevit jako samostatné disci-
pliny, které nejsou v pfimém spojeni s ostatnimi prirodnimi védami, a ¢asto
by se mohlo zdat, ze ani logika a matematika se nijak vzajemné nepotiebuji.
KdyZ se hovofi o matematické nebo logické praxi znamena to vzdy studium
konkrétnich oblasti v ramci matematiky, resp. logiky. Obé discipliny jsou
vSak zaloZeny na stejnych principech.

Matematika byva povazovana za “kralovnu véd” a je samoziejmé, ze pii
hledani zakladd lidského védéni byla praveé na ni upfena pozornost. Hledani
zékladd védy a védéni se tak prirozené transformovalo do hledani zakladi
matematiky. Rozvoj formalni logiky se zdal naznacovat, ze to bude ona, kdo
zalozi bezpecné zaklady celé “matematické budovy”. V nésledujicim textu
(viz zejm. kapitola 2) ukdZeme, Ze puvodni ambice nékterych matematika
nemohou byt naplnény. Tyto vysledky matematické logiky vyvolaly mnoho
ruznych filosofickych interpretaci, ve kterych se ¢asto ztracela podstata a
hlavni v§znam pro matematickou praxi.! My se zde nepokusime o dalsi pie-
tikavani téchto vysledkt. Chtéli bychom pouze ukazat, jak ma byt chapino
slovo zdklad, pokud ho chceme pouzit v pripadé formalnich systémd, jakymi
jsou pravé konkrétni matematické teorie. Z tohoto pohledu bude pro logiku
zachovano vyznacné postaveni ramce pro deduktivni praci ve formalnich
systémech a budeme k ni pfistupovat stejné jako k takovému formélnimu
systému.

1.1 Logika

Zcela obecné si mizeme predstavit, ze kazda sada vyrok tvori teorii. Chceme-
li pracovat v teorii deduktivnim zptisobem, musime si stanovit, jak mé ta-
kové deduktivni usuzovani vypadat, a pravé to je tkolem logiky v roli for-
malniho systému. Z tohoto pohledu jsou v logice podstatné tii dimenze:

e jazyk
o deduktivni systém

e sémantika

Jazyk Pro kazdy formalni systém je dulezité, aby “slova” jazyka byla v
jistém smyslu prehledné a tato prehlednost mtze byt ¢asto diivodem, proc

17Zde jde zejména o riizné interpretace Godelovych vysledki ve smyslu omezenosti
lidského poznéani.



jsou formalni jazyky a na nich zalozené systémy tak vzdaleny jazyku pfiroze-
nému. I kdyz jsou dostateéné bohaté na to, aby napt. zachytily matematické
vyroky, nemusi postacovat k dokonalé analyze vSech vét bézného jazyka. My
se vSak soustredime zejména na vyroky matematiky a formalnim jazykem
bude jazyk predikatové logiky.

Zakladem jazyka (formalniho i pfirozeného) je abeceda — soubor symbol,
odlisujeme symboly logické a mimologické.

V pfipadé logickych symbolu je predem dano, jak jim mame rozumét v
ramci celého formalniho systému (tj. prislusné logiky). Kdyz fikame, ze je
logickym symboliim rozuméno jednotnym zptisobem v ramci daného formal-
niho systému, miize to tieba v pfipadé konjunkce (A) znamenat to, Ze kdyz
méame (tvrdime, mame dokazany) vyroky A a B (a tfeba né&jaké dalsi), pak
lze Fici (pfidat k ostatnim vyrokim) i vyrok A A B.

Mimologické symboly jiz uréitym zptusobem naznacuji, “o ¢em se mluvi”.
Sem patii symboly, které pojmenovavaji objekty (konstanty), funkéni sym-
boly (funkce na objektech) a predikatové symboly (vlastnosti, vztahy, re-
lace). Soubor mimologickych symbolti se ¢asto oznacuje jako signatura ja-
zyka.

Zvlastnim druhem symbold jsou proménné (pro objekty, o nichz se méa
v ramci formalniho systému vypovidat) a symboly pomocné, které mohou
slouzit k zachyceni struktury vyroku (zavorky).

vvvvvv

vvvvv

Deduktivni systém Formulemi zachycujeme formalni stranku vyroki a
vyrokovych schemat v prislusném jazyce. Zobrazujeme jejich strukturu po-
moci symbold tohoto jazyka.

Deduktivni systém bychom mohli povazovat za vztah mezi dvéma sou-
bory (mnozinami, posloupnostmi) formuli.®> V tomto textu méjme tento
vztah jako relaci () mezi souborem formuli (I') a formuli (), symbolicky
I' - . Deduktivni systém pak obsahuje pravidla, ktera rikaji, jak ma de-
dukce v tomto systému vypadat. V pripadé konjunkce by mohlo byt pravi-
dlem: Kdyz odvodi$ ¢ a 1 z T', pak odvodiS i ¢ A ).

't THY
F'FeAy

2Ptesné definice lze najit v kazdé zakladni ucebnici matematické logiky.
3Protoze muze v nékterych systémech zalezet na pofadi formuli (posloupnost) a v
nékterych nemusi (mnozina), budeme pouzivat neutralni termin soubor.



Sémantika Jazyk i deduktivni systém je jistym “hranim si” se symboly;
jsou zde obsazeny navody, jak vytvaret néjaké vyrazy. V piipadé jazyka a de-
duktivniho systému jde o syntaktickou stranku logiky. K sémantice budeme
také pristupovat jako k formalnimu systému, ale jeho role je na metaurovni.
Sémantika dava vyrazam daného jazyka “vyznam”. Je to t¥ida modeld to-
hoto jazyka. Logiky se mohou lisit v tom, co je povazovano za model, ale
zakladem je obvykle struktura M, kterd sestava z jedné nebo vice t¥id (do-
meén) a funkce i, kterd interpretuje mimologické symboly.

Struktura — priklad Méjme jako forméalni systém klasickou predikato-
vou logiku (prvniho ¥adu) a signaturu jazyka s predikdtovym symbolem <.
Objekty, o nichz chceme néco vypovidat, jsou piirozena ¢isla. Modelem pak
mize byt struktura N = (N,i(<)), kde N je mnozina pfirozenych ¢isel
{0,1,2,...} ai(<) je klasické (neostré) usporadani na ptirozenych ¢islech.

Podobné, jako v ptipadé deduktivniho systému, kde jsme symbolem F za-
chytili relaci syntaktického disledku, existuje i na trovni sémantiky podobna
relace — sémanticky disledek (=).*

M4 tedy smysl zabyvat se vztahem tfidy modeli néjakého souboru for-
muli a toho, co Ize z tohoto souboru dokazat v ramci deduktivniho systému.®
K tomu nékolik zakladnich fakt:

1. Rekneme, Ze deduktivni systém je (silné) korektni (viiéi dané séman-
tice), jestlize kazda dokazatelna formule je i sémantickym disledkem.

't = TkEg

2. O (silné€) uplnosti (deduktivniho systému vicéi dané sémantice) hovo-
fime v pfipadé, ze
'y <= TEov
3. Soubor formuli I' je sporng, pokud je z néj dokazatelna libovolna for-

mule. I" tedy nemiZe mit model. Ma-li soubor formuli alespon jeden
model, neni sporny (za predpokladu korektnosti).

4Protoze budeme pracovat jen s teoriemi a vyroky, bereme do tvahy pouze formule bez
volnych proménnych (sentence). I' = ¢ pak znamen4, Ze ¢ plati v kazdém modelu, kde
plati vsechny formule z T'.

5Jak bylo vidét v uvedeném piikladé, vhodnym modelem miize byt i b&Zna matematické
struktura, o niz mame prehled jiz z diivéjsiho studia napf. stfedoskolské matematiky.



4. Soubor sentenci I' urcuje tfidu modeltt Mr, v nichz jsou vSechny prvky
z I platné. Nemusi vSak platit opak. Mame-li tfidu modeltt M, nemusi
k ni existovat soubor I', ktery by ji (piehledné) aziomatizoval.

2 Logika a matematika

V tomto oddile se nebudeme poustét do historie matematiky. Pouze zdtraz-
néme, ze mohutny rozvoj matematiky je spjat pravé se symbolizaci a axio-
matizaci. Logika v tomto ohledu trochu zaostavala. Velmi dlouhou dobu byla
ztotoznovana se stiedovékou sylogistikou a Aristotelem. Teprve prelom 18.
a 19. stoleti pfinasi prvni pokusy o formalizaci a algebraizaci logiky (G. Bo-
ole, J. Venn), ale skute¢nym prukopnikem se stal Gottlob Frege (1848-1925),
jenz se pokusil ustanovit zaklady celé matematiky pomoci formalniho sys-
tému, ktery by nebyl vazan na konkrétni matematickou oblast. Oba uvedené
kroky byly velmi vyznamné pro rozvoj toho, co dnes oznacujeme jako ma-
tematickd nebo formdlni logika. Symbolizace v matematice ovlivnila logiku,
jejiz sila a obecnost si tak mohla délat naroky na pozici v zakladech mate-
matiky.

2.1 Zaklady matematiky

Co jsou to zdklady matematiky? Je to néco, co musi byt spole¢né v§em mate-
matickym teoriim bez ohledu na konkrétni pfedmét zkoumani? Potfebujeme
jednotné a bezpeéné zéklady veskerého védeéni?®

Praci v matematice se rozumi vedle “pocitani” i dokazovani tvrzeni o
matematickych objektech. Logika se tak zda byt tim nejvhodnéjsim kandi-
datem. Signatura jazyka logiky je prazdna a logika nema zadné mimologické
axiomy, je tak dostate¢né obecné pii tvorbé deduktivniho pozadi usuzovani
v konkrétnich matematickych teoriich.

V matematice je zvykem obhospodafovat dvé trovné. Prvni (nizsi) je
budovana teorie a druhou (vyssi) je metatroven, kde jsou matematické ob-
jekty mysleny “takové, jaké jsou ve ’skutecnosti’”. Pak je na tom logika
stejné “Spatné” jako matematika. Jeji metadrovni jsou stejné matematické
struktury, jaké pouziva na metatrovni i matematika. Z této namitky by se
dalo uniknout tim, zZe si uvédomime, jaké je role sémantiky v logice.

SPostoj, ktery vyzaduje nalezeni jednotnjch a nezpochybnitelnjch zdkladt matema-
tiky (resp. veskerého védéni), byva v anglické literatufe nazyvan foundationalism a podle
Shapira [8] je dnes obecné odmitén. Hledani zaklada veskerého védéni pravé v matematice
se objevuje i v koncepci hierarchie véd Augusta Comta (1798-1857).



Méjme néjakou teorii I', kterd vypovida néco o chovani néjakych objektt
a nechf Mrp je tfidou modelu této teorie. Konkrétni model je nositelem
jedné “predstavy” o svété, o némz vyroky z I' vypovidaji. Vyroky mohou
byt interpretovany treba jako vyroky o prirozenych ¢islech takovych, ktera
jsou nam duveérné znama, nebo to mohou byt objekty jiného druhu, u nichz
by nés ani nenapadlo hovofit o nich jako o pfirozenych ¢islech. Jsou to
pouze objekty, které vyhovuji podminkadm, jez na né vyroky z I' kladou. To
znamena, ze teorie I' viibec nemusi byt studiem konkrétni struktury. Modely
tvori ramec pro interpretaci vyrazu, distribuuji vyznamy.

Mnoziny a vlastnosti — pfiklad Teorie mnozin je povaZovéana za silnou
matematickou teorii s jednoduchym jazykem (signatura obsahuje pouze bi-
narni predikat €).” V sémantice predikatové logiky se mnoziny objevuji jako
interpretace unarnich predikatovych symboli. Mame-li v signatufe prislus-
ného jazyka unarni predikatovy symbol P a je-li M = (M, i) modelem pro
tento jazyk, je P interpretovano jako podmnozina mnoziny M (i(P) C M).
Interpretaci P je vymezena mnozZina téch objektt z M, které maji vlast-
nost P. Interpretace unarnich predikatd jsou tedy prvky booleovské struk-
tury dané potenci mnoziny M. Prvky teorie mnozin (tj. iterativni mnoziny)
vSak booleovskou strukturu netvoii.

Jak jiz bylo feceno, logika dohnala své zpozdéni za matematikou a dnes si
nedokazeme odmyslet formalni logiku od matematiky. Domnivame se, Ze dis-
kuse o tom, zda je “primarni” logika nebo matematika, jsou pon€kud zcestné,
pokud si nevyjasnime, co se za slovem “primarni” skryva. Kdybychom po-
vazovali logiku za skutecny zaklad matematiky ¢i veskerého védéni, mohl by
nékdo namitnout, ze tak predpokladame, ze zédklady matematiky musi byt
od matematiky v jistém smyslu oddéleny a schopny samostatného “Zivota”.
Priklonil bych se vSak spiSe k tomu, ze zédklady musi byt integralni soucasti
domu, coz rozhodné neznamena, ze se tim celd stavba oslabi. Zde je nutno
souhlasit se Shapirem, Ze pozadovat absolutné bezpecéné zaklady matema-
tiky neni mozno. Matematika se tak muze jevit jako “stavba na pisku”. To
ale nemusi znamenat nic $patného. ([9], s. 25; viz téz déle v textu.)

"Ptikladem je tzv. Zermelo-Fraenkelova teorie mnozin, kterd je zalozena na jazyce
predikatové logiky prvniho fadu. Objekty, o nichZz se hovofi, jsou mnoziny, tj. i prvky
mnoZin jsou mnoziny. (K tomu viz [11].)



2.1.1 Formalismus

Pti zakldddni matematické teorie® se objevuji dva dnes bézné ptistupy. Prvni
se snazi zachytit metateoreticky systém pomoci axiomatiky a druhy, ktery
by mohl byt nazvan “relativnim zakladem”, ukazuje, jak lze danou teorii
redukovat na teorii jinou. Druhy pfistup vyzaduje urcity prehled o obou te-
oriich. I v pfipadé prvniho pFistupu je vSak mozno vytvaret axiomatiku jako
druhotny produkt po “dikladném” studiu dané oblasti. Tak tomu i v mnoha
pripadech bylo. Na pocatku 20. let 20. stoleti zformuloval David Hilbert pro-
gram prdace v zdkladech matematiky. Hlavni myslenkou tohoto programu je
budovani axiomatickych teorii, které budou pomoci prehledné sady axiomi
uplné popisovat danou matematickou “teorii” (tj. v podstaté to, co “potka-
vame” na metatrovni).” Hilberttiv pfistup byva nazyvan formalismem. Pro
néj je typické, ze pravdivé jsou ty véty (axiomy), které nejsou ve sporu se
svymi dusledky. (Viz napt. [4], s. 237.) Formalismus je ve svych pocatcich
budovanim formalniho systému bez vyrazné role sémantiky jako metateorie,
jak o tom bude fe¢ v posledni kapitole. Je znamo, ze tzv. Hilbertiv program
neni uskutecnitelny. Prehlednou axiomatizaci nelze jiz pro nékteré zakladni
matematické teorie pozadovat soubézné s jejich tplnosti.

2.1.2 Logicismus

Miazeme se tedy vratit k myslence, ze zédklady matematiky je nutno zalo-
Zit na logice. Tento pristup byva nazyvan logicismem a jeho vyznamnym
predstavitelem byl jiz zminovany Gottlob Frege. Cilem je vytvofit systém
nezavisly na konkrétni metateorii. Pokud bereme metateorii do avahy, pak
jen jako sémantiku.

Jenomze ani zde nedojdeme klidu. Musime se stale ptat, co ospravedlni
tvrzeni, ze vyrok ¢ je dokazatelny ze souboru I'? Vlastné mame vyhrino
jen, pokud se spokojime s tim, ze se nam podaii rozlozit kazdy dtkaz na
posloupnost “evidentnich tsudkd”. To, co povazujeme za evidentni, miize
byt zna¢né poznamenano subjektivnim pristupem. Smirime-li se s tim, Ze
skutecné “vérime” néjaké logice, pak by nam mélo stacit, kdyz si bézny dukaz
z ucebnice matematiky prefikdme jako posloupnost tsudkt podle pravidel
zvolené logiky. ([9], kap. 2.3)

8Zde mame na mysli konkrétni matematickou teorii, jakou je nap¥. aritmetika piiroze-
nych ¢isel nebo teorie mnozin.

“Dnes bychom fekli, ze budujeme rekurzivni a 1iplné teorie. ([10], s. 171) Pozor, zde se
slovo 1plny objevuje v trochu jiném vyznamu, neZ jsme se s nim doposud setkali. Ted to
znamena, Ze neexistuje sentence v jazyce dané axiomatické teorie, kterd by nebyla v této
teorii ani dokazatelna ani vyvratitelna (tj. dokazatelnd jeji negace).



2.1.3 Intuicionismus

Fregova prace nebyla z pocatku viibec docenéna a stejné ¢i podobné mys-
lenky se dostavaly do povédomi matematiki az po vydani Principia Mathe-
matica (vychazi v letech 1910-1913) od Bertranda Russella a Alfreda N. Whi-
teheada. Sam Hilbertiiv program byl reakci na krizi, do které se dostala
teorie mnozin v puvodni (intuitivni) Cantorové verzi koncem 19. stoleti.

Georg Cantor (1845-1918) mé mimofadny podil na ustanoveni teorie
mnozin a zavedeni tzv. aktualniho nekone¢na do matematické praxe. Jeho
pojeti mnoziny vSak bylo pouze intuitivni, mnozina je “souhrn urcitych
prvka v jeden celek”. To vlastné znamenalo, ze libovolnd vlastnost ¢, ktera
byla vyjadfitelnd v daném jazyce, tvofila onen souhrn objektil, jez maji
vlastnost ¢:

{a|o(a)}

V takto intuitivné pojimané teori mnozin se brzy objevily rozpory (anti-
nomie), které vyustily az v tzv. Russelliiv paradox, a tak ohrozily nejen
zakladni principy teorie mnozin, ale i matematiky.'% ([3], [1])

Jak jiz bylo feCeno, intuitivni pojeti mnoziny neni problematické pfi
praci v néjakém piehledném systému, jakym je napf. konkrétni model pro
predikatovou logiku, ale ambice foundationalistd by tim nemohly byt uspo-
kojeny.

Se specifickym Fesenim prisel intuicionismus. Za zakladatele intuicio-
nismu je povazovan holandsky matematik L. E. J. Brouwer, jenz zformulo-
val zékladni myslenky tohoto sméru ve své disertaci z roku 1907. Brouwer
odmit]l aktualni nekonecno a pouzivani aristotelské logiky pro nekonecné
objekty. Matematika je pro néj myslenkova ¢innost, jejimz predmétem jsou
abstraktni racionalni konstrukce. Tyto konstrukce jsou “existenci” matema-
tickych objektt. Konstruovanim lze ziskat i nekonecno jako néjaky nekonéici
proces (napf. neustalé pri¢itani ¢isla 1). Zde bychom pouzili terminu poten-
ctdlni nekonecno.

Konstrukce tak stoji v pozadi odmitnuti jednoho z béznych principt
klasické logiky — zakona wvyloucens tietiho.'' U nekoneénych celkii miize byt

0P roblém byl pravé v oné (libovolné) vlastnosti ¢. Méjme mnozinu m takovych mnozin,
které nejsou prvkem sama sebe, m = {z | z € z}. Co potom plati pro m? Kdyz m € m,
pak m € m, a kdyz m € m, pak m € m. Tedy

mem <= m¢gm

Podobny problém odhalil Russell i ve Fregové systému.
"Je-li A virok, pak (AV (=A)) je tautologie.



problematické prohlésit, ze bud existuje prvek mnoziny M, ktery mé vlast-
nost ¢, nebo tomu tak neni, tzn. zadny prvek z M tuto vlastnost nema.

Bz € M)(¢(x)) V (Vo € M)(=¢(x))

V intuicionistické matematice by to skuteéné znamenalo najit (zkonstruovat)
takovy prvek, nebo ukdzat (konstruktivné), ze zadny takovy prvek v M
neni.!?

Brouwer povazoval jazyk za nepfesny nastroj prenosu myslenek. Jde
pouze o “vybuzeni” volnich akti, takze sdileni matematickych ideji se déje
na zakladé jazykoveé shodnych reakei, ¢ili nejde o spole¢né (a stejné) nahlizeni
matematickych objektd v platénské 1isi ideji. Protoze jazyk neni podstatny
pro tvorbu myslenkovych konstruktt (matematickych objekti), je logika od-
souzena jen k tloze naznacovat, jak prejit pfi usuzovani od jednoho kroku
k druhému. Je zfetelné vidét, ze zaklady matematiky v duchu foundationa-
lismu jsou v piipadé intuicionismu zcela odmitnuty.

I v dobé, kdy se jiz objevuji prvni formalni systémy intuicionistické lo-
giky, zduraznuje Brouweruv zak Arend Heyting, jakd ma byt podle intuici-
onismu skutecna role logiky:

Die intuitionistische Mathematik ist eine Denktétigkeit, und
jede Sprache, auch die formalistische, ist fiir sie nur Hilfsmit-
tel zur Mitteilung. Es ist prinzipiel unmoglich, ein System von
Formeln aufzustellen, das mit der intuitionistischen Mathematik
gleichwertig wire, (...) [2]

2.2 Soucasna matematika a logika

Ani jeden ze zminovanych pfistupt v predchozich odstavcich nelze povazovat
za “prozakladni” v matematice. Sou¢asné matematické teorie jsou budovany
formalistickym zptisobem. Axiomatickd metoda vyfesila antinomie v teorii
mnozin, a tak se v jistém smyslu stala zakladem pro matematické teorie.
Souslovim “v jistém smyslu” myslime to, Ze je nutno brat ohled pravé na
konkrétni teorii nebo teorie. O bezpecnych zakladech veskeré matematiky ¢i
dokonce lidského védéni nemiize byt fec.'3

2Tlustraci by tu mohl byt nasledujici piiklad. Ptame se, zda existuje posloupnost ¢islic
1,2,3,4,5,6,7,8,9 v rozvoji ¢isla w. Pokud vim, nebyla tato posloupnost dosud nalezena.
Nemohu tedy Fici, ze existuje. Neni vSak ani zadny zpiisob, jak prokazat, ze se ve zminéném
rozvoji nevyskytuje.

13V této souvislosti je zajimava citace Hilbertova textu v [7] (s. 716). Hilbert tu sice
zminuje “zdklady védy”, ale neuréity ¢len (a science) jakoby naznacoval, ze téchto véd
miuze byt vice, ze nejde o jeden zdklad veskerého védéni.



Intuicionismus si v zddném pripadé nedélal ndroky na budovani zakladt
matematiky. Jeho vychodiskem se stala spiSe snaha o budovani matematiky
“jinym zpusobem”. Filosofie intuicionismu ani nepfipousti jednotné a bez-
pecné zéklady celé matematiky. Intuicionisticka logika jako formalni systém
je vsak v jiném postaveni, k té se budou vztahovat i nasledujici poznamky.

O logicismu jsme se zminili pomérné méalo. Divame-li se na praci v jednot-
livych teoriich matematiky jako na deduktivni usuzovani, miize se logicismus
zdat vitézem v soutézi o zaklady matematiky. Méli bychom vsak znovu zda-
raznit, ze v soucasnosti neméa na poli matematiky a formalni logiky smysl o
téchto tfech smérech hovorit, jako by Slo o soupefici skoly.

Logicismus nam vsak predklada stale nevyfeSenou otazku, ktera logika
ma& byt “tou pravou”. M4 byt usporadana volba kralovny krasy? Myslim, Ze
odptrci téchto soutézi mohou ztstat iplné klidni, k volbé nedojde. Nevime,
kdo by mél byt v poroté, ale hlavné nemame jasno, které jsou ty pravé
prednosti kralovny krasy. Zde prosté neexistuje pfiblizovani se idealu. Jediné,
co lze udinit, je diskutovat o tom, co mé byt na logice posuzovano.

Deduktivni systémy a intuicionisticka logika — priklad Ke kazdému
souboru formuli I' daného jazyka lze uvazovat mnozinu vSech dusledka CI" =
{¢ | T'F ¢}. Jde o dtsledky ve zvoleném deduktivnim systému. Pro nékteré
soubory formuli plati, Ze samy jiz vSechny své disledky obsahuji; tém fikame
deduktivné uzavrene, I' = CI.

Systém deduktivné uzavienych mnozin tvofi svazovou strukturu nazy-
vanou Heytingova algebra, kde obecné neplati algebraicky vyjadieny zakon
vylouceni tfetiho. Ten plati, pokud bereme do tvahy pouze tzv. konecéné
axiomatizované mnoziny, tj. ty, které lze vyjadiit jako C(y) pro néjakou
sentenci ¢. Viz [13].

Predchozi priklad ukazuje, ze pti praci se strukturou deduktivné uzavie-
nych mnozZin je potfeba uvaZovat algebraickou strukturu, kterou lze po-
psat intuicionistickou vyrokovou logikou (ne vSak logikou klasikou). Pfiklad
berme spise jako provokaci k nasledujicim tivaham.

2.2.1 Logika a logiky

Néazvem vypujéenym z knihy [5] chceme naznadit, ze pfes mnohost ruznych
forméalnich logik je tu jedna vyznacna, kterd je povazovana za “zakladni”,
v jejimz ramci se mnoho matematickych tvah odehrava. Tou oslavovanou
logikou je klasicka predikdtovd logika pruniho rddu. Stale bychom mohli vy-
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myslet mnoho otézek, které by zpochybtiovaly, pro¢ je to pravé tato logika.
Asi nejvyznamnéjsi sméry tdzani jsou nasledujici:

e Nemél by byt jiny deduktivni systém?
e Neni prvoradovy jazyk omezenim pii praci v matematice?

Prvni otazka ma zpochybnovat to, zda je spravna volba forem usuzovani
pouzivanych v matematice. Do této oblasti by patfila napi. kritika z pozic
intuicionismu a dalsi deduktivni systémy (neklasické logiky) zalozené na od-
lisnych strukturach usuzovani (ptikladem jsou substrukturéalni logiky). Této
otazce se nebudeme vice vénovat. ProtoZze nas zajima stavajici matematicka
praxe, zistaneme u klasické logiky.

Druhé otazka nas tak pfivadi k odliseni (klasické) logiky prvniho a dru-
hého tadu (pfip. fadu vyssich). V podkapitole 1.1 jsme vyjmenovali, jaké
symboly pouzivame. Systémy prvniho fadu kvantifikuji ve svych formulich
pouze pies proménné, které “zastupuji objekty”, o nichz se mluvi. Druhota-
dové systémy pouzivaji kvantifikaci i pfes (mimologické) symboly, které za-
stupuji relace, funkce, vlastnosti apod. Matematika, zejména ptuvodné, neod-
délovala prvni a druhy fad. ([7], [9]) V metateorii je béZné pouzivat formule
druhotradové logiky. Nase predstava metamatematickych prirozenych cisel s
indukci odpovida tomu, jak byla aritmetika prirozenych ¢isel ptivodné for-
mulovana (a axiomatizovina) Giuseppem Peanem (1889).'4 Axiom indukce
byl vysloven jako formule druhého fadu:

(VP)((P(0) AVz(P(z) — P(z+ 1)) — Vz(P(x)))

V prvoradové axiomatizaci aritmetiky prirozenych ¢isel se indukce objevuje
jako schema, které se stane instanci axiomu az po dosazeni konkrétni formule
prvniho fadu ¢:

(P(0) AVz(p(x) = ¢z + 1)) — Ya(o(z))

Prvoradova axiomatizace nedokaze vyloucit nékteré modely, které bychom
rozhodné nepovazovali za zndzornéni nasich intuitivnich pfirozenych cisel s
jejich aritmetikou.

2.2.2 Predikatova logika prvniho a druhého fadu

V podkapitole 1.1 jsme uvedli, Ze tzv. tuplnost je vlastné shodou dokaza-
telnosti a “pravdivosti”. To znamend, ze formule dokazatelné (ze souboru

1Viz citaci a pozndmku v [10], na str. 186.
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sentenci I') jsou pravé ty, které plati ve vSech modelech (tohoto souboru).
Pro klasickou predikatovou logiku prvniho fadu dokazal tplnost Kurt Go-
del v roce 1930. Pro usuzovani v matematice to ma velky vyznam, protoze
mnohé vyroky jsou lépe “viditelné” na tirovni metateorie (sémantiky).!?
Pomoci uplnosti lze jiz snadno dokézat kompakinost, a ta mé za dtsledek
nemoznost axiomatizovat (viz 1.1) jiz nékteré zakladni t¥idy matematickych
struktur.'6

Dalsi Godelav vysledek, jen o rok mladsi a zndmy pod nazvem pruni
véta o neuplnosti, pohtbil nadéje Hilbertova programu, jak jsme se o tom
zminili na Gplném konci ¢asti 2.1.1. Gédel ukazal, Ze matematické teorie,
které mohou “hovorit” o formulich a dokazatelnosti jako o svych objektech,
nejsou uplné v tom smyslu, ze v jejich jazyce existuji nezavislé sentence. Mezi
takové teorie patii jiz aritmetika prirozenych Cisel a neni mozné ji zuplnit
“prehlednym” (koneénym) pfiddvanim axiomii a axiomatickych schemat.!”
Je tedy vidét, ze na drovni syntaxe se s tzv. selfreferencnimi vétami nelze
nijak jinak vyporadat, nez pfipustit neuplnost teorii v téchto (bohatsich)
jazycich, kde lze hovotit o dokazatelnosti “v sobé samém”.

Zde je tfeba si uvédomit, ze nejde o néjakou chybu, o néco, co by mélo byt
napraveno, ¢emu by bylo potfeba se vyhnout. To ani nelze. Prvoradové teorie
maji tyto vlastnosti a jediné, co je potfeba, je védét o nich. Naopak bychom
meéli byt hrdi na to, ze zadny stroj nemtize nahradit praci matematika pri
dokazovani vét v rameci uréitych (a to jiz prvoradovych) teoriich. ([10], kap. 6)

Mnozi zastanci logik vyssich fada “vycitaji” logice prvniho fadu tzv.
Skolemiv paradoz. V prvoradové logice lze dokazat vétu, ktera tika, ze te-
orie, jez ma nejvyse spocetny jazyk (signaturu) a model s libovolné velkou
doménou, mé jiz model s doménou nejvyse spocetnou. To plati i pro teorie,
které popisuji struktury s mnohem vétsi mohutnosti. Nejde ovSem o spor.
V modelu (na sémantické Grovni) nemusi existovat interpretace nékterych
objektu. ([10], s. 243)

Ani zde se nepokusime zvolit kralovnu krasy a je nutno postupovat opa-

15Poznamenejme viak, Ze pro béznou matematickou praxi obvykle postali korektnost
(viz 1.1). Vyuzivame-li metateorii, je to obvykle v roli hledani protipfikladu. Abychom
napf. prokazali, ze ¢ neni dokazatelna v teorii I', sta¢i ukazat, Ze neni sémantickym du-
sledkem teorie I', a k tomu staci najit model této teorie, kde ¢ neplati. Ukazujeme tedy
obménénou implikaci, ktera je v definici korektnosti.

'y = TlWoy

18K tomu viz napt. [12], kapitola 3.4.
"Disledkem je, Ze ani predikatova logika druhého ¥adu nemutZe byt tplné (vidi stan-
dardni sémantice). ([9], kap. 3.3)
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trné, abychom nesklouzli do pozic foundationalismu. Pfed okamzikem jsme
neformalné uvedli par vlastnosti z pokrocilych partii predikatové logiky. Né-
které by mohly byt povazovany za “slabost” prvofadové logiky (Skolemiv
paradox), jiné za “nedostatky” logiky druhého fadu (nedplnost). Obé logiky
se lisi ve svych vyjadiovacich schopnostech, coz je vyrazné pii axiomatizaci
nékterych trid struktur. Neustale je vSak nutno mit na paméti, ze kazda
logika je formalni systém stejné jako libovolna matematicka teorie. To zna-
mend, ze je k ni mozno pfistupovat stejnym zptisobem. Jediné, co ji ¢ini
zvlastnim je to, Ze tvori ramec pro usuzovani v teoriich, které jsou na ni
zalozeny.

3 Metateorie v matematice a logice

Pokud mé& vibec smysl hovotit o zdkladech matematiky, pak to musi byt
zéklady, které jsou integralni soucasti “matematické budovy”, kde ma for-
malni logika své pevné misto. Prvni véta o netiplnosti je hezkjm ptikladem
toho, jak muze byt uziteény logicky pohled na matematické teorie. Logika,
jak jsme ji zavedli na zacatku tohoto textu, ma tu moc informovat nas o
moznostech dedukce, kterou v ramci matematického usuzovani pouzivame.

Jiz parkrat jsme zdaraznili, Zze hledani neottesitelnych a bezpecnych za-
kladid celé matematiky, potazmo veSkerého védéni, je nesplnitelny tkol. I
kdyz jsme se pokouseli opatrné propagovat logiku jako “zaklad”, slo vzdy o
zéklad usuzovani v rdmci (néjaké zvolené) matematické teorie. To je pravé
tim, ¢emu rozumime pod souslovim integrdlni soucdst matematické stavby.
Meélo by se tedy fFici, ze logika, resp. logiky, tvoti zéklady “v mnozném cisle”.
Matematicka praxe je primarné pod vlivem volby formalniho systému.

Je tfeba odmitnout predstavu, ze zaklady matematické teorie by musely
pripominat jakousi fadu interpretaci zaloZenou na explicitné vysvétlujicich
arovnich.

teorie «+— metateorie «— metametateorie <«—

I kdyZ je moderni matematika na explicitnim vysvétleni zaloZena, je situace
jina.

Konkrétni matematicka teorie I' je zadana jako soubor formuli v pfislus-
ném jazyce. Deduktivni systém (logika) tvofi pozadi pro usuzovani a je tedy
v jistém smyslu metateorii zpiisobu prace v teorii I'. Volba logiky je dopro-
véazena i volbou sémantiky, kterda urc¢uje obecny ramec interpretace symboli
jazyka teorie I'. Sémantika je metateorii ve smyslu distribuce vyznamu sym-
bolim jazyka a tvorby tfidy struktur (modeld) teorie. V této tfidé Mrp
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mohou byt néjaké vyznacné struktury, které jsou studovany axiomatickym
zplusobem, a to tfeba i pomoci teorie I'.

Obrazek naznacuje, ze volba logiky urcuje moznosti vztahu I' a Mr.
Matematik si musi byt védom, v ramci jakého forméalniho systému pracuje.
To znamena, zZe si voli logiku, kterda mu umoznuje deduktivni praci, pfi niz
je studovana napt. konkrétni struktura M z Mr.

jazyk
!
deduktivni systém — r «—— sémantika
! /
Mr
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